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L'importance de |'analyse vectorielle provient de son utilisation intensive en physique et dans les
sciences de I'ingénieur L'analyse vectorielle est une branche des mathématiques qui étudie les champs
de scalaires et de vecteurs. Dans ce cadre, un champ de vecteurs associe a chaque point de I'espace un
vecteur, tandis qu'un champ scalaire y associe un réel.

Le gradient, la divergence et le rotationnel sont les trois principaux opérateurs différentiels lineaires du
premier ordre.

L'opérateur nabla est défini en coordonnées cartésiennes par :

V =

e Sz Bl


http://fr.wikipedia.org/wiki/Gradient
http://fr.wikipedia.org/wiki/Divergence_(analyse_vectorielle)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Rotationnel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Application_lin%C3%A9aire

Notion sur le gradient

Le gradient est un opérateur qui s'applique a un champ de scalaires et décrit un champ de vecteurs

gui représente la variation de la valeur du champ scalaire dans |'espace

En coordonnées cartésiennes le gradient est donné par :

af
Y - T
gradf = Vf = | &
af
ko

Simplement appliqué a un champ scalaire f(x,y,z), I'opérateur nabla donne le gradient du champ.
Le gradient obtenu est lui un champ vectoriel.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Gradient

Notion sur la divergence

Le produit scalaire entre ['opérateur nabla et un champ vectoriel U (défini par ses trois
composantes) donne la divergence de ce champ vectoriel. La divergence obtenue est un
champ scalaire.

4 ﬂF ﬂF oF.
WF=YV.F 3y M

désigne le champ de vecteurs auquel est appliqué l'opérateur

_|.'T"':: — {ijFyJ F:) divergence.



Notions sur le rotationnel

Le rotationnel transforme un champ de vecteurs en un autre champ de vecteurs. Plus difficile

a se représenter aussi précisement que le gradient et la divergence, il exprime la tendance
qu'a un champ a tourner autour d'un point.

En coordonnées cartésiennes, on peut définir le rotationnel par la relation

L oF. [0y - OF, 0
ot F=VAF=|0F,/0z-0F./0x
oF, /0t - OF, /0y



Elements de longueur et de volume dans les
differents Systemes de cordonneées

> L'élément de longueur est donne dans le systeme de coordonnees
cartesiennes par

dl = dxi+dyj

> Dans les coordonnées polaires, I'element de longueur devient

— N N ty —
dl = dru, + rdBug U,
dr,
7 —_ e r // “b JI’
|l =dre, + rdfeg do
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Champ et force électrostatique

En physique, on designe par champ electrique un champ cree par des particules
electriquement chargees, cette notion fut introduite par Michael Faraday, elle permet
d‘expliquer comment deux objets peuvent interagir a distance, sans que rien ne les
relie, a la fois la loi de la gravitation universelle de Newton et la loi de Coulomb en
electrostatique, impliquent une telle interaction a distance, il n'y a pas de fil qui relie
la terre au soleil, celui-ci exerce son attraction a distance.

De méme, deux charges électriques s'attirent ou se repoussent dans le vide sans que
rien ne les relie.



> Soit une charge g, qui de part sa presence cree un champ electrostatique
en tout point de I'espace, l'interaction de ce champ avec une charge q, crée
une force électrostatique entre ces deux charges.

> Dans le cas de charges fixes dans le referentiel d'etude, le champ électrique
est appele champ éelectrostatique.si les charges sont en mouvement, il faut
ajouter un champ electrique induit dU au deplacement des charges pour
obtenir le champ total (champ electromagnetique).



notions de charges électriques

La matiere est constituée de particules élémentaires (atome, proton et neutron), caractérisées par leur
masse et leurs charges.

1/ Prenons une boule trés légere en polystyréne par exemple, recouverte de métal fin. Approchons
ensuite une tige de verre ou d'ambre préalablement frotté avec un tissu, on observe une attraction entre
le verre et la boule et une répulsion entre I'ambre et la boule : on fait ainsi apparaitre deux types
d’electricite, charges positives et charges négatives.

2/ Prenons maintenant deux boules en polystyréne électrisée I'une par du verre frotté et I'autre par de
I'ambre frotté on voit que les deux boules s'attirent, ensuite les deux boules sont électrisées par du verre

frotté, on remarque que les deux boules se repoussent.

Les charges de mémes signes se repoussent

et les charges de signes opposés s'attirent. ﬁ

barreau de

plastique

charges pf)sxf.nr@s.T charges negatives




Interaction elementaire : Loi de Coulomb

» Charles Auguste de Coulomb (1736-1806) a effectue une série de mesures
(a I'aide d'une balance de torsion) qui lui ont permis de determiner avec un
certain degré de précision les proprietés de la force électrostatique exercee
par une charge ponctuelle g, sur une autre charge ponctuelle q,.

> La force est radiale, c'est-a-dire dirigee selon la droite qui joint les deux
charges.

> Elle est proportionnelle au produit des charges

>Enfin, elle varie comme l'inverse du carré de la distance entre les deux
charges.

>L’expression mathematique de la force de Coulomb exercee par la charge
g, sur la charge q, et traduisant les proprietes ci-dessus est la suivante :

F -2= K 9192 —

u



Cette force est attractive si les charges sont de signe
oppose, repulsive sinon.

F T Fe
@-}f—b - 4—&@ Attraction
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o = F
%\ - @‘uépulsion
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> Cette expression n'est valable que pour des charges immobiles et dans le vide.
> Cette loi est la base méme de toute I'électrostatique.

> Cette force obéit au principe d’Action et de Reaction de la mécanique classique.

La loi de Coulomb peut s’écrire aussi:

- d1492 = _ CI1CI2i _ i
F1-2_ K 72 u1-2 - K r2 r - Kq1q2 r3
K = - 9.1209N.m?2/C2 (SI)

4TE ' '

Ou K est la constante de Coulomb et €o est la permittivité du vide.
€o =8,8510*2

Danslevideona:: M, &E,C?=1avecCcélérité de lalumiére C=3.108m/S.

U, : la perméabilité du vide : p, = 41T 107/



Champ électrostatique cree par une charge
ponctuelle

> Le champ électrostatique traduit en tout point M la modification des
proprietés de I'espace due a la presence d'une charge source Q.

EM) =K<

r2
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'unité du champ dans le systéeme international (SI) est: V/m ou N /C



Lignes de champs electrostatique



TP = =3
Q >0//
x>
E
_..l.t T
- R q <=0
‘o -
r

La force electrostatique s'exergant sur une charge cible q placée au point M
est :

F=qE



Champ electrostatique crée par un ensemble de
charges:
Cas d'une distribution discrete de charges

Principe de superposition : le champ éelectrostatique en un point de l'espace  est egale
a la somme des champs électrostatiques crées par les differentes charges en ce point.

E M) = YL, KEtioM



Force electrostatique crée par un ensemble de charges
Cas d’une distribution discrete de charges

De méme pour la force electrostatique crée par une distribution discrete de
charge (ensemble de charges ponctuelles), la resultante des forces est donne par
le principe de superposition:

QM i > M
r2

Ftot(M) = 2i=1 K



Cas d'une distribution continue de charges

Des que le nombre de charges augmente, le calcul du champ total devient
trop complexe et donc pour calculer le champ en un point M de l'espace di a
une distribution continue de charge on divise l'espace en petits morceaux
contenant chacun une charge élementaire dq distant de r du point M et la
somme de ces champs elementaires sera remplacee par une integrale :



. . distr Kd
E = YEM) = f r—zq
0

On distingue trois cas de distribution continue :

=l

1/ Une distribution linéaire ou linéique de charge
dg=Adl Q= [Adl

2/ Une distribution surfacique de charge
dqg=6dS Q= [[6ds

3/ Une distribution volumique de charge
dq = pdv Q = fff pdV distribution “/ E

volumigue




Distribution linéique de charge

Soit un fil de longueur | portant une charge Q uniformement repartie sur sa
longueur.

Soit un element de longueur dl qui porte une charge elementaire dqgona :
dg=Adl ouArepresente la densite lineaire ou linéique de charge (C/m)
On peut ecrire que la charge totale portée par le fil est :

Q= [Adl etque E =[ dE(M)




Distribution surfacique de charge

De la méme maniere on peut considerer une distribution surfacique de charge,
Soit une surface S portant une charge Q uniformément réepartie sur toute sa
surface avec une densité surfacique de charge 6 (C/m2).Soit ds un élement de
surface qui porte une charge elementaire dq, on peut écrire :

Q= [[ 6ds et E =[ dE(M)

E(M) = ffK"" u E(M) = ffKGdS u




Distribution volumique de charge

De la méme maniere on peut considéerer une distribution volumique de
charge, Soit un volume V portant une charge Q uniformement repartie sur tout
son volume avec une densité volumique de charge p (C/m 3). Soit dv un
element de volume qui porte une charge élémentaire dq, on peut écrire :

Q= [[f pdV
EM) = [[fdEM) = [[[KSFu = [[[K%



Potentiel électrostatique

La charge électrique d'une distribution peut étre deécrite par un vecteur : le champ
électrique ou par une grandeur scalaire : le potentiel électrique V. On peut donc
caracteriser la perturbation du milieu due a la présence de charges electriques par une
fonction scalaire : le potentiel V.

Le potentiel est lieé au travail accompli pour transporter une charge d'un point a
I'autre. Le champ électrostatique n’existe que s'il y a une variation de potentiel entre
deux points.

Champ électrique variation du potentiel dans l'espace.

La relation entre le potentiel et le champ électrique est :

—

E=-gradV

—

E=-gradV dV=-E.dl V=-[E.dl




Potentiel électrostatique crée par une charge
ponctuelle

V est donc un scalaire algebrique, s'exprime en volts.

Le potentiel en un point M situe a une distance r de la charge q est donné par :

vV = K12
Tr



Rappel de I'element de longueur en coordonnées polaires :

dl=dx? +dyJ et di=drii, +rd0i,

Et donc le produit scalaire donne en coordonnées polaires et de méme pour les
coordonnees spheriques :

E.dl = KLg .(dri, +rd0iy) = Ktdr
r2 r2

T q

V=-fE')_ [ = 'IK%dF = K X 4 cste

=

On suppose que le potentiel a l'infini est nulV (o0 ) =0
Alors o+ Ct* =0 donc Ct=0

et vV =K1
Tr



potentiel électrostatique crée par un
ensemble de charges

Cas d'une distribution discrete de charges

Les potentiels s'ajoutent pour une distribution de charges ponctuelles, on
applique alors le théoreme de superposition.

VM) = i1V




Cas d'une distribution continue de charges

>DistributionIinéairedecharge: viM) = [ K Ci_q = [ K %
> Distribution surfacique de charge: V(M) = [ K % = [[K %

> Distribution volumique de charge: V(M) = [ K drq = [[[K @



APPLICATIONS

Soit un fil de longueur 2L portant une densité linéique de charge A
positive et uniforme. Déterminons le champ électrique créé par cette
distribution en un point M situé a une distance x sur sa médiatrice.

Pour raison de symetrie le champ électrostatique est nul selon Oz E(M),,, =0

Il ne reste que la composante du champ selon OX: +Li

dE(M) = ZdE/ox? = 2dEcosatl

E (M) = 2fOLdE cosal E(M)=2fOLdE Cos & S I ~ya——




L KAdl

L Kdq
E(M)-zfO —cosa =2 '—-cosa
X 7\ X 5 xz
Avec: cosa=— dour= et rr= ——
r cos a cosa

X

. l \
Onaaussi tana=— d'ou I=xtana et dl = ~da avecd|=dZ

cos a
On obtient finalement :
_ 2K2 (¢ _ 2k g ot
E(M) = = fo cos a do == sing¢ Avec sin ¢ ==
= 2KA L -
EM= = an !
¢ S Iefilestinfinialorscb:E et E(M)= ZkA i

2 X



Soit un fil circulaire de centre o et de rayon R, chargé avec une densite
linéique A positive et uniforme. Déterminons le champ électrique crée par
cette distribution en un point M place sur son axe de revolution tel que OM =Z

Pour des raisons de symeétrie le champ est :

® NulsurOX: dEy=o0 dE(M)

® Nul surQY : dEqy =0 > M(002)

® Il nereste que la composantesurOZ : dE,,= dEcosa T
N

E=[dEMM) = [dEcosak E fk—cosa k



Avec: cosa =

= Adl Z >
E=lk e Gk =1k

Avec: dl = Rd6

E =Kz ["5




Soit un disque circulaire de centre o et de rayon R, chargé en surface, avec une
densité superficielle © positive et uniforme. Determinons le champ électrique
crée par cette distribution en un point M placeé sur I'axe de révolution du disque
tel que OM =Z (Fig 2).

Nous avons une symétrie de distribution de charge qui

fait que le champ final est selon I'axe OZ :

E =[dEM) = [dE cosa u,

KfdeS cosa 1,

z
Avec COS O = et r°=p?+7°

N
= K6ff— cosa =K6 [ 3

ZdS
p2+22




Avec S=mp? d'ou dS = 2mpdp

R 2Zpdp 6 (R ZZpdp
E = KOn =
f p2+22 3 p2+22
UTL+1

* delaforme: [u'u" =—

Z
2€y [\/R2+Zz |Z]

® Cequidonne: E = -

® On obtient finalement :

E - O [Z£_
26y l1ZzI  VRZ+Z2
- 6 A .
Et E(M) = 2€, [IZI _\/R2+zzluz



Theoreme de Gauss

Enonce

Le flux du champ électrique a travers une surface fermeée orientée quelconque est
egal, dans le vide, a 1/¢, fois la charge électrique contenue a I'intérieur de cette
surface.

b = @EIS-’ _ Qint s

€0
%

Rappel sur le flux :
dS est un élément de surface

I
S|
Q.
wn

71 est le vecteur unitaire sortant et normal a la surface: as

dp=E.dS => ¢ = E.dS = 4t

€0




Exemples d'application
Sphere chargée en volume

Soit une sphere de centre O et de rayon R, uniformément chargée en volume, avec une
densite volumique p constante et positive.

En utilisant le theoreme de Gauss, déterminons le champ électrostatique crée par cette
distribution en tous points de l'espace ?(M a I'intérieur et a I'extérieur de la sphere).

Les étapes a suivre pour le calcul du champ électrostatique par la méthode de Gauss sont :
1/ Rechercher les symétries du probleme.
2/ Définir une surface de Gauss.
3/Appliquer le théoreme de Gauss.

Dans ce cas nous avons une symetrie sphérique et le champ est sortant (charge est positive)
selon e,- ou u, (selon les littératures).

E = Ee;



centre O etderayonr.

1°" cas M a l'intérieur de la sphére (r<R)

[ ¢ — @Ed_s-)= Qint

€0

in 1
§f E. dS=4mrE,, = = 2 =[] pdv=_ [ff dv

€

p 4
2 —_——
4TreE; = o 31Tr3
_ P = _ P =
Bint = 3a.7 Eine = 5 ey

La surface de Gauss qui correspond a la symétrie du probléme est une sphere de

Vu que E et dS sont colinéaires alors E.dS= E.ds.cos 0=E.dS

Si M est a I'extérieur ou a l'intérieur de la sphére chargée

. Rechercher la symétrie du probléme

Symétrie sphérique homogene : £ = E (7 )u,

l'-‘llﬂ Sk
- “lm

/




2¢Me cas M a l'extérieur de la sphére (r>R)

® ¢= @EIS: _ Qint

€0

€= L L ([ pav=L f[fav
0 0 0

€

4 _p
2 _ P E(R)=+;
4mrrE, = 3 nR3 520




Sphere chargee en surface

Soit une sphere de centre O et de rayon R, uniformément chargée en surface, avec
une densité surfacique 6 constante et positive.

En utilisant le theoreme de Gauss, determinons le champ électrostatique cree par
cette distribution en tout point de I'espace ? (M a l'intérieur et a I'extérieur de la
sphere).
Dans ce cas nous avons une symetrie spherique et le champ est sortant (charge est
positive) selon e,..

_

E = Ee,

La surface de Gauss qui correspond a la symeétrie du probleme est une sphere de
centre O et de rayonr.



1°" cas M a l'interieur de la sphere(r<R)
° (I) @ E dS th
€0
¢ Eint=
2¢Me cas M a l'extérieur de la sphére(r>R)

) ¢= ﬁﬁzsv) _ Qint

€0

Vu que E et dS sont colinéaires alors E.dS= E.ds.cos 0 = E.dS
§b E.dS = 4mrE = 22t = [[6dS = = [[ dS
0 0

€0

4TrPE = %41‘[R2

6 R2 — 6

Eoi=—— Eext =

e,

ﬁNl:?\J



On peut en déduire le potentiel V(M) en tout point de I'espace.
*E=-gradV dv=-E.dl V=-[E.dl=-[E.dr

® Pourr>R

6R?2 6R2 dr 6R?
Ar=— ] —— =+—+ (5,
807'2 €0 T'Z 807"

¢ Vext='fE'dr='f

® Onalepotentiel nulal'infiniV (oo ) =0, alorsC*¢_ =0

6R?
Vea =+
® Pourr<R V,.=-[E.dr=-[0dr=Cste,
Et pour raison de continuite du potentiel on peut ecrire:
6R
. oR
Vint =Vext quand r >R €0
2
o SR” _ste _ L
+ _Csez_vint_+

SoR €0




Cylindre chargeé en surface

® Soit un cylindre de centre O,de longueur L et de rayon R, uniformement
charge en surface, avec une densité surfacique 6 constante et positive.

® Enutilisant le theoreme de Gauss, determinons le champ électrostatique
crée par cette distribution en tout point de I'espace ? (M a l'intérieur et a
I'extérieur du cylindre).

® Dans ce cas nous avons une symeétrie cylindrique et le champ est sortant
(charge est positive) selon e;..

—>

F=Ee

® Lasurface de Gauss qui correspond a la symetrie du probleme est un
cylindre de longueur L et de rayonr.



Nous avons dans ce cas trois surfaces: un surface laterale SL et deux surfaces
de bases S1 et S2.Le flux de champ a travers les trois surfaces constitue la

somme de ces flux. e e
@ | Surface de

\\_h\_ﬁd./;/ Gauss
__.a".,-,-*-'
H | théoréme de Gauss
I
S . h“_.._.. _____ —
£ EedS=05
5 oy 0
\\;\_Mj_#/













