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Exo No.01 : Calculer les limites des fonctions suivantes : 

1) lim
𝑥→0

√1 + 𝑥 + √1 + 𝑥2  

𝑥
      2) lim

𝑥→+∞

√1 + 𝑥2 − √1 + 𝑥   

𝑥2
    3) lim

𝑥→0

𝐿𝑛 (1 + 𝑥2)

𝑆𝑖𝑛2(𝑥)
 

4) lim
𝑥→1

𝐿𝑛 𝑥 

𝑥 − 1
            5) lim

𝑥→+∞
𝑥. 𝐿𝑛 𝑥 − 𝑥2 + 1            6) lim

𝑥→0
𝑥. 𝐿𝑛 𝑥 − 𝑥2 + 1 

7) lim
𝑥→+∞

𝑥. ln 𝑥

𝑥2 + 1
       8) lim

𝑥→0

√1 + 𝑥𝑚 − √1 − 𝑥𝑚 

𝑥𝑛
      9) lim

𝑥→0
𝑥 . 𝐸(1/𝑥) 

10) lim
𝑥→0

tan 𝑥 − sin 𝑥

sin 𝑥 (cos 2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) 
    11) lim

𝑥→𝛼
𝛼>0

√𝑥 − √∝− √𝑥−∝

√𝑥2 −∝2
 

 

Exo No.02 :     Soit 𝑔(𝑥) = 4(𝑥 − 1). 𝐸(𝑥) + 3 ;      E(x) : La partie entière du réel x. 

1)  𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑥𝜖 ]
1

2
 ,

3

2
[  ; 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 ∶  |𝑔(𝑥) − 3| ≤ 4|𝑥 − 1|. 

2) Montrer que :  

(∀휀 > 0)(∃𝛼 > 0)(∀𝑥𝜖𝑅);   (|𝑥 − 1| < 𝛼  ⇒  |𝑔(𝑥) − 3| < 휀 ). 

      3)En déduire   lim
𝑥→1

𝑔(𝑥) 

 

Exo No.03 :  Soit  𝑓 ∶ 𝑅 \{1/3} →   𝑅   𝑡𝑞  𝑓(𝑥) =
2𝑥+3

3𝑥−1 
 𝑝𝑜𝑢𝑟𝑡𝑜𝑢𝑡 휀 > 0 ;  

Déterminer 𝛿 tq :  

(𝑥 ≠  
1

3
)  𝑒𝑡 |𝑥| ≤ 𝛿   ⇒  |𝑓(𝑥) + 3| ≤ 휀 

Exo No.04 :  On considère la fonction définie sur [−1,3]par : 

𝑓(𝑥) = {

2𝑥

1 + 𝑥2 
    𝑠𝑖 𝑥𝜖[−1,0[

√𝑥         𝑠𝑖 𝑥𝜖[0,3]

} 

1) Montrer que f est continue sur [−1,3] 

2) Etudier la dérivabilité aux points 𝑥0 = −1 , 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 3 

3) F est- elle injective sur [−1,0] sur [0,3] 

4) Déterminer l’ensemble image [0,1/4] 

 

Exo No.05 :  Calculer les dérivées et les domaines de définition des fonctions suivantes : 

1)
𝑥

(𝑥 + 3)2
    ; 2) 𝑥2𝑥     3) arccos (

𝑥 + 1

√2
)       4) arcsin (

𝑥2 − 1

𝑥2
)       

5) arctan 𝑥         6) 𝑆𝑖𝑛 (ln(𝑥))  



Exo No.06 :  Soit f : R → R , une fonction telle que : 

 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 , |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ |sin 𝑥 − sin 𝑦| 

 

1) Montrer que la fonction f est 2𝜋 − 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒. 

2) Montrer que f est Continue sur R. 

3) Montrer que la fonction f est dérivable en 𝜋/2 et calculer 𝑓′(
𝜋

2
). 

 

Exercices supplémentaires : 

Exo No.01 :Calculer les limites des fonctions suivantes : 

1) lim
𝑥→3

𝑥 − 3

𝑥2 − 2𝑥 − 3
         2) lim

𝑥→5

√𝑥 − 1 − 2 

𝑥 − 5
       3) lim

𝑥→1+
(

1

(𝑥 − 1)3
−

1

(𝑥 − 1)2
) 

𝟒) lim
𝑥→+∞

√𝑥

𝑥 
          5) lim

𝑥→+∞

𝑥

√1 + 𝑥2 + √1 + 𝑥 
     6) lim

𝑥→+∞

2𝑥2 − 𝑥 − 2

3𝑥2 + 2𝑥 − 2
  

7) lim
𝑥→0+

𝑥2 + 2|𝑥|

𝑥
            8) lim

𝑥→+∞

𝐶𝑜𝑠 𝑥

𝑥
       9) lim

𝑥→0

𝑆𝑖𝑛 3𝑥

𝑥
        10) lim

𝑥→0

2𝑥

𝑆𝑖𝑛 𝑥 
 

11) lim
𝑥→0

𝑥 − 𝑥. 𝐶𝑜𝑠 𝑥

𝑥2
         12) lim

𝑥→0

𝐶𝑜𝑠 𝑥 − 1

𝑆𝑖𝑛2 𝑥
         13) lim

𝑥→+∞

𝐿𝑛 (1 + 𝑒2𝑥)

𝑥
 

14) lim
𝑥→0

𝑒𝑥2
− 𝐶𝑜𝑠 𝑥

𝑆𝑖𝑛2(𝑥)
        15)  

Exo02 : 

1) Etudier la continuité sur le domaine de définition de la fonction : 

𝑓(𝑥) = √𝑥(𝑥 + 1) + √𝑥(𝑥 − 1) 

2) Montrer en utilisant la définition de la limite que : 

𝑎) lim
𝑥→2

|3𝑥 + 1| = 7       𝑏) lim
𝑥→1

1

(1 − 𝑥)2
= +∞ 

 

Exo03 : 

Soient a et b deux réels  

Soit 𝑓: 𝑅 → 𝑅 , la fonction définie par :  

 

{

sin( 𝑎𝑥) 

𝑥
         𝑠𝑖  𝑥 < 0         

1                    𝑠𝑖 𝑥 = 0
𝑒𝑏𝑥 − 𝑥        𝑠𝑖 𝑥 > 0

} 

1) A l’aide de la règle de l’Hôpital , déterminer la limite suivante : 

lim
𝑥→0

𝐶𝑜𝑠(𝑥)𝑥 − sin 𝑥

𝑥2
 

2) Déterminer a et b pour que f soit continue sur R. 

3) Déterminer a et b pour que f soit dérivable sur R. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Exercice No.01 :  

 

1-Soient A,B et C trois ensembles non vides , Montrer que : 

(a) -  𝑨⋃𝑩 = 𝑨⋂𝑪    ⇨ 𝑩 ⊂ 𝑨 ⊂ 𝑪 

(b) - (𝑨⋃𝑩)⋂(𝑩⋃𝑪)⋂(𝑪⋃𝑨) = (𝑨⋂𝑩)⋃(𝑩⋂𝑪)⋃(𝑪⋂𝑨) 

 2- Soient A et B deux ensembles tels que : 

A = {
𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 , 𝒌 ∈ 𝒁}                       B = {

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌′𝝅 , 𝒌′ ∈ 𝒁} 

Montrer par l’absurde que  A⋂B=Ǿ 

Exercice No.02 : Soient E et F deux ensembles et f : E → F une application. Démontrer 

1-∀ 𝑨, 𝑩 ∈ 𝑷(𝑬):        (𝑨 ⊂ 𝑩) ⇨ ( 𝒇(𝑨) ⊂ 𝒇(𝑩)) 

2- ∀ A,B  ∈ P(E) : f est injective  ⇔ f(A⋂B)=f(A) ⋂ f(B) 

3-(∀𝑨, 𝑩 ∈ 𝑷(𝑬)  𝒇(𝑨⋃𝑩) = 𝒇(𝑨)⋃𝒇(𝑩) 

4-(∀𝑨, 𝑩 ∈ 𝑷(𝑬))  𝒇−𝟏(𝑨⋃𝑩) = 𝒇−𝟏(𝑨)⋃𝒇−𝟏(𝑩) 

5- (∀A∈P(E))    A ⊂ 𝒇−𝟏 (𝒇(𝑨)) 

6- (∀ B ∈ P(F))   f(𝒇−𝟏(B) ⊂ B 

Exercice No.03 : Soit f et g deux applications tels que : 

  f : R+  →  [0,1[                g : [1 ;+ꚙ[   → R+ 

        x  → 
𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝟏
                             x  →  √𝒙 − 𝟏 

1°) Déterminer l’application fog  

2°) Montrer que f est bijective  

3°) Déterminer 𝑓−1 l’application réciproque de f 

Exercice No.04 : 

Soit f l’application définit par f : [1 ,+ꚙ[  →  R+ 

  f(x) = √𝒙𝟐 − |𝒙| 

1°) Montrer que f est bijective de [1 ,+ꚙ[ vers R+ 

2°) Déterminer 𝑓−1 l’application réciproque de f  
Exercice No.05 : On considère dans l’ensemble des entiers naturels N* , la relation binaire R 

définie par : 



                       ∀ a , b ∈ N* ;  a R b   ⇔  Ǝ k ∈ N*  /     b  = k . a 
1- Démontrer que R est une relation d’ordre . 

2- N* est il totalement ou partiellement ordonné par R . 

Exercice No.06  

Soit R une relation définie sur R par : 

∀ x,y ∈ R ,  x R y ⇔ 𝒙𝟑 − 𝒚𝟑 = 𝟑(𝒙 − 𝒚) 

1- Démontrer que R est une relation d’équivalence . 

2- Déterminer ā la classe d’équivalence de l’entier a .  

Exercices Supplémentaires : 

Exo No.01 :  Soient A ;B ;C des parties d’un ensemble E . 

Montrer que : 

1) A = (𝑨⋂𝑩⋂𝑪)⋃(𝑨⋂�̅�⋂𝑪)⋃(𝑨⋂�̅�⋂�̅�)⋃(A⋂B⋂�̅�). 

2) A = ( A⋃B)⋂ (B⋃C)⋂(C⋃A) = (A⋂B)⋃(B⋂C)⋃(C⋂A) 

3) A⋂𝑩 ̅ = 𝑨⋂�̅�   ⇔ 𝑨⋂𝑩 = 𝑨⋂𝑪  

Exo No.02 :  Soient A, B, C trois sous-ensembles de l’ensemble non vide E : 

1. En utilisant les propriétés des opérations sur les ensembles montrer que : 

i) 𝑨 ∪ (𝑩 ∩ 𝑪)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = (�̅� ∪ �̅�) ∩ �̅� 

ii) (𝑨 ∩ 𝑩) ∪ (𝑨 ∩ �̅�)= 𝑨. 

2. Soit  𝑨 = { 𝒙 ∈ ℝ,   ⃓ 𝟐 𝐱 ⃓ ≤ 𝟔 },     𝑩 = { 𝒙 ∈ ℝ𝟐,   𝐱𝟐 > 𝟓 𝒙 − 𝟔 } et  

𝑪 = { 𝒙 ∈ ℝ+,   𝐱𝟐 − 𝟓 ≤ 𝟐𝟎 } 

Déterminer les ensembles 𝐴, 𝐵 𝑒𝑡 𝐶, et vérifier la propriété i) donnée dans la 

question précédente. 

Exo No.03 :   Soit les deux applications :  

  f :   x   →   R                                  g :  Z   →  R 

       𝒏 → (−𝟏)𝒏                                 n  →  𝑺𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
+ 𝒏𝝅) 

Est que f=g   ? 

Exo No.04 :  Soit  f :   R   →   R 

                X  →  √𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏  

Déterminer la restriction de f sur l’intervalle  ]-ꚙ , 1] 

Exo No.05 : 

Soit l’application :  𝒙  →   
𝟐

𝒙−𝟏
 

Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque. 
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Exercice No.01 : Donner les négations des propositions suivantes : 

1-  ∀𝑥 ∈ 𝑅 , 𝑥2 − 𝑥 + 4 ≠ 0 

2-∃𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑛 < √2  ≤ 𝑛 + 1  

3-∀𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 > 3 ⇨ 𝑥2 > 9 

4-∀𝑥 ∈ 𝑅, |𝑥2| ≥ 1 𝑒𝑡 √𝑥2 = 𝑥 

5-∀𝑥 ∈ 𝑅, −1 ≤ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ≤ 1 

6-∀𝑥 ∈ 𝑅, |𝑥 + 𝑦| = |𝑥| + |𝑦| ⇔ 𝑥 = 𝑦 = 0 

7- ∃! 𝑥 ∈ 𝑁 ,2𝑥 − 8 = 0 

Exercice No.02 : Montrer que les insertions suivantes sont fausses : 

1-(∀𝒙 ∈ ]𝟎; 𝟏[) ;
𝟐𝒙+𝟏

𝒙𝟐(𝟏−𝒙𝟐)
< 𝟏 

2-Pour tout entier naturel n , le nombre 𝑛2 est impair. 

3-(∀𝒚 ∈ 𝑹)(∃𝒙 ∈ 𝑹); 𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 = 𝟎 

4-(∀𝒙 ∈ 𝑹); 𝟑𝒄𝒐𝒔(𝒙) ≠ 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒙)  

 

Exercice No.03 : 

Soient 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 +  , Montrer que si 𝑎 ≤ 𝑏   𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠    𝑎 ≤
𝑎+𝑏

2
 ≤ 𝑏  𝑒𝑡 𝑎 ≤ √𝑎𝑏 ≤ 𝑏 

Exercice No.04 :En utilisant le raisonnement par Contraposition , Montrer que : 

1) (∀𝑥 ∈ 𝑅+); (𝑥 ≠ 0) ⇨
1

1+√𝑥
≠ 1 − √𝑥 

2) (∀𝒙 ∈ 𝑹)(∀𝒚 ∈ 𝑹); (𝒙𝒚 ≠ 𝟏 𝒆𝒕 𝒙 ≠ 𝒚) ⇨  
𝒙

𝒙𝟐+𝒙+𝟏
≠

𝒚

𝒚𝟐+𝒚+𝟏
 

Exercice No.05 :En utilisant le raisonnement par récurrence , Montrer que : 

1) (∀𝑛 ∈ 𝑁); 1 + 3 + 32 + ⋯ … … . . +3𝑛 =
3𝑛+1−1

2
 

2) (∀𝑛 ∈ 𝑁∗); 1 +
1

22
+ + ⋯ … … . . +

1

𝑛2
≤ 2 −

1

𝑛
 



Exercice No.06  

En Utilisant le raisonnement par l’absurde ; Montrer que : 

1)    (∀𝑛 ∈ 𝑁)    √16𝑛2 + 8𝑛 + 3  ∉ 𝑁 

2)      (∀𝑛 ∈ 𝑁)   
𝑛+1

𝑛+2
 ∉ N 
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Tutorial session N° 3 

Exercise n°1: Compute the limits of the following functions: 

1) lim
𝑥→0

√1 + 𝑥 + √1 + 𝑥2  

𝑥
      2) lim

𝑥→+∞

√1 + 𝑥2 − √1 + 𝑥   

𝑥2
    3) lim

𝑥→0

𝐿𝑛 (1 + 𝑥2)

𝑆𝑖𝑛2(𝑥)
 

4) lim
𝑥→1

𝐿𝑛 𝑥 

𝑥 − 1
            5) lim

𝑥→+∞
𝑥. 𝐿𝑛 𝑥 − 𝑥2 + 1            6) lim

𝑥→0
𝑥. 𝐿𝑛 𝑥 − 𝑥2 + 1 

7) lim
𝑥→+∞

𝑥. ln 𝑥

𝑥2 + 1
       8) lim

𝑥→0

√1 + 𝑥𝑚 − √1 − 𝑥𝑚 

𝑥𝑛
      9) lim

𝑥→0
𝑥 . 𝐸(1/𝑥) 

10) lim
𝑥→0

tan 𝑥 − sin 𝑥

sin 𝑥 (cos 2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) 
    11) lim

𝑥→𝛼
𝛼>0

√𝑥 − √∝− √𝑥−∝

√𝑥2 −∝2
 

 

Exercise n°2: Let 𝑔(𝑥) = 4(𝑥 − 1). 𝐸(𝑥) + 3 ;     E(x): the integer part of the real number x. 

1)  𝐿𝑒𝑡 𝑥𝜖 ]
1

2
 ,

3

2
[  ; 𝑠ℎ𝑜𝑤 𝑡ℎ𝑎𝑡 ∶  |𝑔(𝑥) − 3| ≤ 4|𝑥 − 1|. 

2) Show that:  

(∀휀 > 0)(∃𝛼 > 0)(∀𝑥𝜖𝑅);   (|𝑥 − 1| < 𝛼  ⇒  |𝑔(𝑥) − 3| < 휀 ). 

3) Then, deduce that lim
𝑥→1

𝑔(𝑥) 

 

Exercise n°3:  Let  𝑓 ∶ 𝑅 \{1/3} →   𝑅   𝑡𝑞  𝑓(𝑥) =
2𝑥+3

3𝑥−1 
   𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠 𝑜𝑓 휀 > 0 ;  

Obtain 𝛿 such that:  

(𝑥 ≠  
1

3
)  𝑒𝑡 |𝑥| ≤ 𝛿   ⇒  |𝑓(𝑥) + 3| ≤ 휀 

Exercise n°4:  Consider the function defined on [−1,3] by: 

𝑓(𝑥) = {

2𝑥

1 + 𝑥2 
    𝑠𝑖 𝑥𝜖[−1,0[

√𝑥         𝑠𝑖 𝑥𝜖[0,3]

} 

1) Show that the function f is continuous on [−1,3] 

2) Determine whether the function f is differentiable at the points 𝑥0 = −1 , 𝑥1 =

0, 𝑥2 = 3 

3) Is the function f injective from [−1,0] to [0,3] 

4) Obtain the image set of [0,1/4] 

Exercise n°5: Compute the derivatives as well as the domains of the following functions: 

1)
𝑥

(𝑥 + 3)2
    ; 2) 𝑥2𝑥     3) arccos (

𝑥 + 1

√2
)       4) arcsin (

𝑥2 − 1

𝑥2
)       

5) arctan 𝑥         6) 𝑆𝑖𝑛 (ln(𝑥))  



Exercise n°6:  Let f: R → R, be a function, such that: 

 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 , |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ |sin 𝑥 − sin 𝑦| 

 

1) Show that the function f is periodic, with period 2𝜋 

2) Show that the function f is continuous on R. 

3) Show that the function f is differentiable at 𝜋/2 and compute 𝑓′(
𝜋

2
). 

 

Additional Exercises: 

Exercise n°1: Compute the limits of the following functions: 

1) lim
𝑥→3

𝑥 − 3

𝑥2 − 2𝑥 − 3
         2) lim

𝑥→5

√𝑥 − 1 − 2 

𝑥 − 5
       3) lim

𝑥→1+
(

1

(𝑥 − 1)3
−

1

(𝑥 − 1)2
) 

𝟒) lim
𝑥→+∞

√𝑥

𝑥 
          5) lim

𝑥→+∞

𝑥

√1 + 𝑥2 + √1 + 𝑥 
     6) lim

𝑥→+∞

2𝑥2 − 𝑥 − 2

3𝑥2 + 2𝑥 − 2
  

7) lim
𝑥→0+

𝑥2 + 2|𝑥|

𝑥
            8) lim

𝑥→+∞

𝐶𝑜𝑠 𝑥

𝑥
       9) lim

𝑥→0

𝑆𝑖𝑛 3𝑥

𝑥
        10) lim

𝑥→0

2𝑥

𝑆𝑖𝑛 𝑥 
 

11) lim
𝑥→0

𝑥 − 𝑥. 𝐶𝑜𝑠 𝑥

𝑥2
         12) lim

𝑥→0

𝐶𝑜𝑠 𝑥 − 1

𝑆𝑖𝑛2 𝑥
         13) lim

𝑥→+∞

𝐿𝑛 (1 + 𝑒2𝑥)

𝑥
 

14) lim
𝑥→0

𝑒𝑥2
− 𝐶𝑜𝑠 𝑥

𝑆𝑖𝑛2(𝑥)
        15)  

Exercise n°2: 

1) Investigate the continuity of the following function over its domain: 

𝑓(𝑥) = √𝑥(𝑥 + 1) + √𝑥(𝑥 − 1) 

2) Use the formal definition of the limit to prove: 

𝑎) lim
𝑥→2

|3𝑥 + 1| = 7       𝑏) lim
𝑥→1

1

(1 − 𝑥)2
= +∞ 

 

Exercise n°3: 

Le a and b be real numbers  

Let 𝑓: 𝑅 → 𝑅 , be a function defined by:  

 

{

sin( 𝑎𝑥) 

𝑥
         𝑠𝑖  𝑥 < 0         

1                    𝑠𝑖 𝑥 = 0
𝑒𝑏𝑥 − 𝑥        𝑠𝑖 𝑥 > 0

} 

1) Applying l’Hôpital’s rule, evaluate the following limit: 

lim
𝑥→0

𝐶𝑜𝑠(𝑥)𝑥 − sin 𝑥

𝑥2
 

2) Find the values of a and b so that f be continuous on R. 

3) Find the values of a and b so that f be differentiable on R. 

 


